
 

 

© Неклюдов Д.А., Протасов М.И., 2024 

40 

 

Геофизические технологии. 2024. № 2. С. 40–54. www.rjgt.ru 

Russian Journal of Geophysical Technologies. 2024. No. 2. P. 40–54. 

Научная статья / Original article 

УДК 550.341 

doi:10.18303/2619-1563-2024-2-40 

  
ЧАСТОТНО-ЗАВИСИМЫЕ ЛУЧИ ЛОМАКСА ДЛЯ КВАЗИПРОДОЛЬНЫХ ВОЛН В ТРЕХМЕРНЫХ 

ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ С НАКЛОННОЙ ОСЬЮ СИММЕТРИИ 

Дмитрий Александрович Неклюдов1,, Максим Игоревич Протасов2 

1,2Институт нефтегазовой геологии и геофизики им. А.А. Трофимука СО РАН,  

630090, Новосибирск, просп. Акад. Коптюга, 3, Россия,  

1NeklyudovDA@ipgg.sbras.ru, https://orcid.org/0000-0002-0495-0156 

2ProtasovMI@ipgg.sbras.ru, https://orcid.org/0000-0003-0449-1639 

 
Аннотация. Описывается простой и эффективный метод расчета частотно-зависимых лучей 

квазипродольных волн в трехмерных трансверсально-изотропных средах с наклонной осью симметрии. 

Предлагаемый подход аппроксимирует распространение локально плоского фрагмента волнового фронта, который 

оказывается чувствителен к распределению параметров модели в некотором объеме среды в окрестности луча. Зона 

чувствительности зависит от длины волны к каждой точке на луче. Для повышения эффективности численной 

реализации используются приближенные выражения для фазовых и групповых скоростей в предположении, что среда 

является слабоанизотропной. Представленные численные эксперименты подтверждает работоспособность 

предложенного метода. 
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Abstract. A simple and numerically effective approach for calculating frequency dependent qP-rays in three-

dimensional TTI media is presented in this paper. Our method involves propagating a locally plane fragment of wavefront 

which is sensitive to the distribution of the model parameters in some subvolume of the medium near a ray. The width of the 

sensitivity area depends on the wavelength in each point on the ray. For numerical realization we apply approximate 
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expressions for phase and group velocities which are valid for weak TTI media. Numerical experiment proves the effectiveness 

of the proposed approach. 

Keywords: ray method, frequency dependent rays, anisotropy, TTI 
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ВВЕДЕНИЕ 

Лучевой метод [Бабич, Булдырев, 1972; Červeny et al., 1977] по-прежнему играет важную роль в 

сейсмике. На его основе реализованы ключевые процедуры обработки сейсмических данных, такие как 

лучевая сейсмическая томография и миграция Кирхгофа. Прежде всего лучевой метод служит для 

расчета лучевых траекторий и времен первых вступлений сейсмических волн. В классической постановке 

он основан на использовании высокочастотной аппроксимации для получения решений системы 

уравнений динамической теории упругости. При этом практически не учитываются эффекты, связанные c 

ограниченностью спектров реальных сейсмических сигналов. Вследствие высокочастотной 

аппроксимации при численной реализации классического лучевого метода проявляется «нефизичное» 

поведение лучей в моделях с наличием существенных неоднородностей и резких границ раздела 

[Кравцов, Орлов, 1980; Ben-Menahem, Beydoun, 1985]. В таких случаях лучи ведут себя очень неустойчиво, 

существенно отклоняются в стороны от ожидаемого пути распространения. Как следствие, в расчетной 

области возникают так называемые «зоны тени», т. е. такие участки, через которые лучи не проходят.              

Во-первых, такое поведение явно противоречит физике реальных процессов распространения 

сейсмических волн. Во-вторых, процедуры обработки сейсмических данных, основанные на 

использовании лучей (например, кинематическая томография), могут приводить к недостоверным 

результатам, что нежелательно на практике. Таким образом, возникает практическая необходимость 

обойти ограничения стандартного лучевого метода. 

Известно, что на распространение сигналов с ограниченным спектром влияет распределение 

параметров среды внутри некоторого объема, окружающего луч («френелевский объем»). Ширина этого 

объема определяется доминирующей частотой сигнала. Необходимость учитывать этот факт и ослабить 

ограничения лучевого метода, связанные с высокочастотной аппроксимацией, была осознана достаточно 

давно. Как следствие, был предложен целый ряд подходов, с помощью которых можно с разной степенью 

эффективности решить данную проблему [Červeny, Soares, 1992; Lomax, 1994; Vasco et al., 1995; Bube, 

Washbourne, 2008; Yarman et al., 2013; Протасов, Осипов, 2014; Protasov, Gadylshin, 2017; Vasco, Nihei, 

2019]. Все эти подходы имеют свои преимущества и недостатки, ключевым из которых является 

вычислительная сложность, которая особенно проявляется при переходе к трехмерному случаю. 

В работе [Lomax, 1994] был предложен простой, но весьма эффективный подход для 

аппроксимации процесса распространения широкополосных сейсмических сигналов на основе 

стандартного лучевого метода. Его суть заключается в том, что при трассировке луча локальная скорость 

в точке на луче определяется при сглаживании интервальных скоростей вдоль локально плоского участка 
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фронта, причем апертура такого сглаживания выбирается пропорционально длине волны. Система 

дифференциальных уравнений луча остается практически неизменной, за исключением замены 

интервальных скоростей на сглаженные вдоль фронта скорости. В дальнейшем мы будем называть лучи, 

построенные этим методом, лучами Ломакса. В работе [Неклюдов, Протасов, 2021] были рассмотрены 

лучи Ломакса в 2D случае и предложена достаточно простая процедура их построения без решения 

системы дифференциальных уравнений луча. При этом процесс их построения сводится к трассировке 

локально плоского фрагмента волнового фронта, ориентация которого оказывается чувствительна к 

распределению скоростей внутри частотно-зависимой апертуры. Показано, что несколько 

адаптированный подход Ломакса может эффективно использоваться при решении практических задач 

сейсмики, таких как построение лучевых траекторий и моделирование акустических волновых полей в 

достаточно сложных моделях. В работе [Неклюдов, Протасов, 2023] разработан алгоритм построения 

частотно-зависимых лучей Ломакса в трехмерном изотропном случае, а также показана перспективность 

их применения в сложных средах.  

В настоящей работе предложен, реализован и протестирован алгоритм построения 

квазипродольных частотно-зависимых лучей Ломакса в трехмерных трансверсально-изотропных средах 

с наклонной осью симметрии. Необходимость учета анизотропии хорошо известна на практике. Причем в 

большинстве практических случаев выполняется предположение о «слабой» анизотропии. Это 

предположение позволяет существенно упростить выражения для фазовых и групповых скоростей 

[Fowler, 2003], что существенно повышает вычислительную эффективность трассировки лучей в 

анизотропных средах. 

 
ПРИБЛИЖЕННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ФАЗОВЫХ И ГРУППОВЫХ СКОРОСТЕЙ QP-ВОЛН В 

ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ С НАКЛОННОЙ ОСЬЮ СИММЕТРИИ (TTI) 

В данном разделе представлены приближенные выражения для фазовой и групповой скорости           

qP-волн, которые будут необходимы для построения лучей Ломакса в трансверсально-изотропных средах 

с наклонной осью симметрии. 

Рассмотрим матрицу Кристоффеля Γ(𝑝), элементы которой зависят от направления 𝑝, Γ𝑗𝑘 =

𝑝𝑖𝑝𝑙𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙, где 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙 = с𝑖𝑗𝑘𝑙/𝜌 есть элементы тензора Грина, нормированные на плотность, 𝑝𝑗 – компоненты 

вектора 𝑝. В произвольной анизотропной среде могут распространяться волны трех типов: qP, qSV, qSH, 

каждая из которых соответствует одному из собственных чисел матрицы Кристоффеля. В дальнейшем 

нас будет интересовать только случай распространения qP-волн, соответствующий наибольшему 

собственному числу. Вектор 𝑝 (вектор медленности) связан с фазовой скоростью 𝑉 в направлении 

нормали к фронту, 𝑝 = 𝑛⃗⃗/𝑉(𝑛⃗⃗), где 𝑛⃗⃗ есть единичная нормаль к фронту. Фазовая скорость определяется 

через собственное число матрицы Кристоффеля 𝐺(𝑛⃗⃗) как 

 𝑉(𝑛⃗⃗) = √𝐺(𝑛⃗⃗).              (1) 

Вектор поляризации qP-волны совпадает с первым собственным вектором. Компоненты вектора 

групповой (лучевой) скорости определяются как  

 𝑣𝑗 =
1

2

∂𝐺(𝑝⃗)

∂𝑝𝑗
 .                 (2) 



Д.А. Неклюдов, М.И. Протасов. Геофизические технологии. 2024. № 2. С. 40–54 
D.A. Neklyudov, M.I. Protasov. Russian Journal of Geophysical Technologies. 2024. No. 2. P. 40–54 

 

43 
 

При изучении распространения qP-волн для параметризации трансверсально-изотропной среды с 

наклонной осью симметрии используется следующий набор параметров, ставший уже стандартным для 

большинства практических приложений в сейсмике: 𝑉𝑝 – фазовая скорость qP-волны вдоль оси симметрии, 

два угла, характеризующие положение оси симметрии, 𝜃𝐴𝑍 (азимут), 𝜃𝐷𝐼𝑃 (угол наклона относительно 

вертикали) и два параметра Томсена [Thomsen, 1986] –  𝜀, 𝛿.  

Приближенное упрощенное выражение собственного числа qP-волны для VTI случая 

(вертикальная ось симметрии) получено в работе [Farra, 2001] в предположении «слабой» анизотропии. 

Обобщение этого выражения на более общий случай трансверсально-изотропной среды c произвольным 

положением оси симметрии приводится в работе [Dehghan et al., 2007] (формула 24). В этом случае 

параметры Томсена выражаются через нормированные на плотность коэффициенты тензора Грина 

следующим образом: 𝜀 =
𝑎11−𝑎33

2𝑎33
 , 𝛿 =

𝑎13−𝑎33+2𝑎44

𝑎33
 [Dehghan et al., 2007].  

Пусть 𝑒 – единичный вектор, направленный вдоль оси симметрии. Его компоненты выражаются 

через углы 𝜃𝐴𝑍, 𝜃𝐷𝐼𝑃 как (𝑠𝑖𝑛𝜃𝐷𝐼𝑃 · 𝑐𝑜𝑠𝜃𝐴𝑍, 𝑠𝑖𝑛𝜃𝐷𝐼𝑃 · 𝑠𝑖𝑛𝜃𝐴𝑍, 𝑐𝑜𝑠𝜃𝐷𝐼𝑃). Сделаем следующие обозначения: пусть 

𝑃 = |𝑝|2 – квадрат нормы вектора медленности, а 𝐷 = 𝑒 · 𝑝 есть скалярное произведение векторов 𝑒 и 𝑝. 

Используя введенные обозначения можно записать приближенное выражение для первого собственного 

числа матрицы Кристоффеля [Dehghan et al., 2007]: 

 𝐺(𝑥⃗, 𝑝) = 𝑉𝑃
2{ 𝑃(1 + 2𝜀) + 2(𝛿 − 2𝜀)𝐷2 − 2(𝛿 − 𝜀)

𝐷4

𝑃
 }.            (3) 

Фазовая скорость в направлении нормали к фронту определяется из выражений (1) и (3): 

 𝑉2(𝑥⃗, 𝑛⃗⃗) = 𝑉𝑃
2{1 + 2𝜀 + 2(𝛿 − 2𝜀)𝐷𝑁

2 − 2(𝛿 − 𝜀)𝐷𝑁
4 },                     (4) 

где 𝐷𝑁 = 𝑒 · 𝑛⃗⃗ обозначает скалярное произведение единичной нормали к фронту 𝑛⃗⃗ и вектора, 

определяющего направление оси симметрии 𝑒. Теперь согласно формуле (2), вычислив производные 

𝐺(𝑥⃗, 𝑝) по компонентам вектора медленности 𝑝, получается приближенное выражение для компонент 

групповой (лучевой) скорости: 

 𝑣𝑗 =
1

2
𝑉𝑃

2 { [2(1 + 2𝜀) + 4(𝛿 − 𝜀)
𝐷4

𝑃2] 𝑝𝑗 + [2(𝛿 − 2𝜀)𝐷 − 8(𝛿 − 𝜀)
𝐷3

𝑃
] 𝑒𝑗},           (5) 

где 𝑝𝑗 и 𝑒𝑗 есть компоненты векторов 𝑝 и 𝑒 соответственно. Значение групповой скорости определяется 

как 𝑣 = |𝑣⃗|. Напомним, что фазовая скорость определяет вектор медленности 𝑝 =
𝑛⃗⃗

𝑉(𝑛⃗⃗)
 и, таким образом, 

входит в выражение групповой скорости. 

 
ПОСТРОЕНИЕ ЛУЧЕЙ ЛОМАКСА В ТРЕХМЕРНЫХ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ 

В работе [Неклюдов, Протасов, 2023] описана процедура построения лучей Ломакса в трехмерном 

изотропном случае. Ниже показано, как модифицировать предложенный ранее алгоритм для 

трансверсально изотропных сред с наклонной осью симметрии.  

Напомним, что основная идея, заложенная в лучах Ломакса, это возможность учитывать в 

процессе трассировки луча распределение физических параметров среды в некоторой его окрестности, 

причем ширина этой окрестности определяется через некоторый заданный наперед параметр, имеющий 

размерность частоты. Увеличивая «частоту» луча, можно добиться увеличения зоны чувствительности к 

параметрам модели, или же наоборот – получать лучи близкие к стандартным лучам, описываемым 
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классической лучевой теорией. Исходя из самого способа построения можно отметить, что при 

трассировке луча Ломакса происходит распространение фрагмента локально плоского фронта волны. 

Трассировка луча Ломакса в 3D состоит из двух этапов. На первом этапе происходит движение луча из 

текущей точки в известном направлении, который определяется текущей ориентацией нормали к 

волновому фронту (а в изотропном случае совпадает с ней). Для этого используются параметры модели, 

сглаженные вдоль локально плоского фрагмента фронта (в изотропном случае – интервальные скорости). 

Таким образом находится положение луча в следующий момент времени. На втором этапе находится 

ориентация элемента фронта в найденной точке на луче. Для этого используется движение множества 

«контрольных» точек, выбранных в некоторой окрестности луча в плоскости волнового фронта. То, 

насколько далеко от луча располагаются контрольные точки, т. е. область чувствительности луча к 

вариациям параметров модели, также определяется «длиной волны» в точке на луче.  

Далее рассмотрим, как модифицируются упомянутые этапы трассировки применительно к случаю 

трансверсально-изотропных сред. В качестве входных параметров задаются два угла, характеризующие 

ориентацию единичной нормали волнового фронта 𝜑𝐴𝑍, 𝜑𝐷𝑖𝑝, где 𝜑𝐴𝑍 – азимутальный угол, т. е. угол между 

направлением нормали и положительным направлением оси X в горизонтальной плоскости XY, 𝜑𝐷𝑖𝑝 – угол 

наклона, т. е. угол между нормалью и вертикальной осью Z (глубина). Наряду с этим задается параметр 

𝜐, имеющий физическую размерность частоты (Гц) («частота луча»). Он будет определять 

чувствительность луча к вариациям параметров модели.  

 

Рис. 1. a – Плоский фрагмент волнового фронта. Синими звездочками обозначены точки регулярной сетки, где 

вычисляются значения фазовых скоростей для сглаживания вдоль волнового фронта. Вектор 𝑛⃗⃗ обозначает текущую 

нормаль к фронту. Зеленой стрелкой обозначен вектор групповой скорости 𝑣̅𝑃⃗⃗⃗⃗⃗ в центральной точке; б – контрольные 

точки, взятые вокруг текущей точки на луче в плоскости волнового фронта. Они используются для вычисления 

нормали к фронту на следующем шаге вдоль луча.  

 

1. Пусть луч уже построен до некоторой точки 𝑥⃗𝑝 = (𝑥𝑝 , 𝑦𝑝, 𝑧𝑝) (далее она называется центральной 

точкой). В этой точке задано текущее направление единичной нормали к волновому фронту, 𝑛⃗⃗ =

(𝑛𝑋, 𝑛𝑌, 𝑛𝑍). Прежде всего объясним, как происходит сглаживание параметров модели в окрестности луча 

вдоль элемента волнового фронта. В точке 𝑥⃗𝑝 строится плоскость, ортогональная вектору 𝑛⃗⃗. На этой 

плоскости вырезается прямоугольник с центром в точке 𝑥⃗𝑝, размеры которого зависят от длины волны              
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λ =
𝑉(𝑥𝑝,𝑛⃗⃗)

𝜐
 в центральной точке, как это показано на рис. 1a. Здесь 𝑉(𝑥⃗𝑝 , 𝑛⃗⃗) – значение фазовой скорости в 

точке 𝑥⃗𝑝, вычисляемой по формуле (4), 𝜐 – «частота луча». На выбранном фрагменте волнового фронта 

задается регулярная сетка, в каждой точке которой по формуле (4) определяются значения фазовых 

скоростей 𝑉(𝑥⃗𝑗 , 𝑛⃗⃗) при заданном направлении нормали к фронту 𝑛⃗⃗ (одинакова для всех точек). Точки этой 

сетки показаны на рис. 1а как синие «звездочки». Значение сглаженной фазовой скорости вдоль плоского 

фрагмента фронта вычисляется в центральной точке как взвешенная сумма всех значений фазовых 

скоростей: 

 𝑉𝑠𝑚(𝑥⃗𝑝 , 𝑛⃗⃗, 𝑣) =
∑ 𝑤𝑗·𝑉(𝑥𝑗,𝑛⃗⃗)𝑁

𝑗=−𝑁

∑ 𝑤𝑗
𝑁
𝑗=−𝑁

,              (6) 

где 𝑤𝑗 весовые коэффициенты сглаживания. В качестве сглаживающей функции используется двумерная 

функция Гаусса. В этом случае весовые коэффициенты определяются следующим образом: 

 𝑤𝑗 = exp {− (
𝑟𝑗

𝜆·𝜃𝑚𝑎𝑥·𝛼
)

2

},              (7) 

где 𝑟𝑗 обозначает расстояние между центральной точкой 𝑥⃗𝑝 и точкой 𝑥⃗𝑗 на прямоугольном фрагменте 

волнового фронта. Заданный параметр 𝜃𝑚𝑎𝑥 определяет, какую часть длины волны мы принимаем в 

рассмотрение при выборе апертуры сглаживания, параметр 𝛼 позволяет контролировать форму 

двумерного гауссиана. При его уменьшении сглаживающая функция становится уже, сосредотачиваясь 

ближе к центральной точке, т. е. влияние удаленных точек уменьшается. При увеличении 𝛼 процедура 

сглаживания постепенно сводится к простому усреднению скоростей по фрагменту волнового фронта 

[Неклюдов, Протасов, 2023].  

Итак, пусть 𝑑𝑡 есть шаг по времени при движении вдоль луча. Для того чтобы продвинуться вдоль 

луча, применяется следующая схема (рис. 2). В центральной точке 𝑥⃗𝑝 вычисляется значение сглаженной 

вдоль фронта фазовой скорости 𝑉̅𝑝 = 𝑉𝑠𝑚(𝑥⃗𝑝 , 𝑛⃗⃗, 𝑣) способом, описанным выше. Используя полученное 

усредненное значение фазовой скорости 𝑉̅𝑝 и направление нормали к фронту 𝑛⃗⃗, по формуле (5) 

вычисляются соответствующие значения компонент вектора групповой скорости 𝑣̅𝑃
⃗⃗⃗⃗⃗(𝑛⃗⃗) = (𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧).               

За промежуток времени 𝑑𝑡 центральная точка 𝑥⃗𝑝 переместится в точку 𝑥⃗𝑝 + 𝑑𝑥⃗𝑝, 𝑑𝑥⃗𝑝 = (𝑑𝑥𝑝 , 𝑑𝑦𝑝, 𝑑𝑧𝑝) вдоль 

направления вектора групповой скорости: 

 𝑑𝑥𝑝 = 𝑑𝑡 · 𝑣𝑥,     𝑑𝑦𝑝 = 𝑑𝑡 · 𝑣𝑦,    𝑑𝑧𝑝 = 𝑑𝑡 · 𝑣𝑧 .            (8) 

Таким образом находится положение следующей точки на луче. Далее нам необходимо вычислить 

ориентацию волнового фронта в этой точке.  

2. Контрольные точки, которые используются для определения нормали к фронту в следующий 

момент времени, выбираются следующим образом. Рассмотрим окружность, лежащую в плоскости 

волнового фронта. Пусть радиус окружности тоже зависит от локальной длины волны, R = λ · 𝑙, где 

параметр 𝑙 по смыслу аналогичен параметру 𝜃𝑚𝑎𝑥, который используется для определения апертуры 

сглаживания, но не обязательно совпадает с ним по значению. На этой окружности мы выбираем 

некоторое количество точек с равномерным шагом по углу (см. рис. 1б). Для каждой контрольной точки, 

расположенной на окружности с центром на луче, вычисляется вектор групповой скорости 𝑣⃗𝑗(𝑥⃗𝑗 , 𝑛⃗⃗) =

(𝑣𝑥
𝑗
, 𝑣𝑦

𝑗
, 𝑣𝑧

𝑗
) с использованием соответствующей нормали к волновому фронту 𝑛⃗⃗ (одинакова для всех 

контрольных точек). За промежуток времени 𝑑𝑡 каждая из контрольных точек пройдет разное расстояние 



Д.А. Неклюдов, М.И. Протасов. Геофизические технологии. 2024. № 2. С. 40–54 
D.A. Neklyudov, M.I. Protasov. Russian Journal of Geophysical Technologies. 2024. No. 2. P. 40–54 

 

46 
 

в силу того, что групповые скорости вычислялись в некотором объеме неоднородной модели, т. е. точкам 

могут соответствовать разные групповые скорости: 𝑑𝑥𝑗 = 𝑑𝑡 · 𝑣𝑥
𝑗
, 𝑑𝑦𝑗 = 𝑑𝑡 · 𝑣𝑦

𝑗
, 𝑑𝑧𝑗 = 𝑑𝑡 · 𝑣𝑧

𝑗
. В новом 

положении контрольные точки 𝑥⃗𝑗 + 𝑑𝑥⃗𝑗 в общем случае уже необязательно будут лежать в одной 

плоскости. Чтобы определить текущее положение локально плоского волнового фронта, мы численно 

определяем такую плоскость, которая наиболее близка в среднеквадратичном смысле одновременно ко 

всему множеству точек 𝑥⃗𝑗 + 𝑑𝑥⃗𝑗. Таким образом, возникает классическая задача линейной регрессии. В 

результате ее численного решения определяется новый вектор нормали к фронту 𝑛⃗⃗𝑛𝑒𝑤. Мы приписываем 

этот вектор к новому положению центральной точки 𝑥⃗𝑝 + 𝑑𝑥⃗𝑝, и процедура повторяется снова. Так шаг за 

шагом происходит движение вдоль луча. Таким образом, при реализации описанной схемы происходит 

движение локально плоского фрагмента волнового фронта. В каждый момент времени на его ориентацию 

влияет распределение физических параметров модели в некоторой окрестности луча. 

 

Рис. 2. Схема построения 3D луча Ломакса в трансверсально-изотропной среде. 

 

ВЕРИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМА: СРАВНЕНИЕ ЛУЧЕЙ ЛОМАКСА СО СТАНДАРТНЫМИ ЛУЧАМИ  

В ГЛАДКОЙ VTI МОДЕЛИ 

Для того чтобы численно подтвердить работоспособность описанного выше подхода, проведем 

сравнение лучей Ломакса, построенных по предложенной схеме, со стандартными лучами в достаточно 

простой (гладкой) анизотропной модели. Выбор гладкой модели обусловлен необходимостью избежать 

проблем при расчете стандартных лучей, ведь, как известно, они ведут себя весьма неустойчиво при 

наличии резких неоднородностей. Воспользуемся тем фактом, что в теории, при увеличении параметра 

𝜐, лучи Ломакса должны становиться все ближе к стандартным лучам, а начиная с некоторого момента, 

должны стать практически неотличимы от них (как показывают численные эксперименты в изотропном 

случае при 𝜐 > 30 Гц).  

В численных экспериментах, представленных ниже, будет использоваться реалистичная модель 

среды, полученная при обработке данных сейсмической съемки на одном из участков Восточной Сибири. 

Параметры модели были восстановлены с помощью анизотропной сейсмической томографии на 

отраженных волнах (миграционный скоростной анализ). Предполагается, что эти параметры достаточно 
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адекватно описывают реальное строение района. Модель, представленная на рис. 3, зависит только от 

двух координат (X, Z). Для того чтобы получить трехмерную модель, двумерные разрезы скоростей и 

параметров 𝜀, 𝛿, восстановленные вдоль одного из профилей, были «размножены» в кросслайн 

направлении (координата Y). Ось симметрии вертикальна в каждой точке (VTI).  

 

 

Рис. 3. 2.5D модель вертикально трансверсально-изотропной среды: a – фазовая скорость вдоль вертикальной оси 

симметрии; б – распределение параметра 𝜀 (вариации в интервале [0–0.2]); в – распределение параметра 𝛿 (вариации 

в интервале [0–0.14]).  

 

Фазовые скорости квазипродольных волн вдоль вертикальной оси симметрии варьируются в 

интервале 1400–3500 м/с, безразмерные параметры 𝜀 и 𝛿 лежат в интервалах [0–0.2] и [0–0.14] 

соответственно. Модель задана на регулярной сетке с одинаковым пространственным шагом по всем 

направлениям 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 = 𝑑𝑧 = 10 м, число точек сетки 𝑁𝑋 = 951, 𝑁𝑌 = 701, 𝑁𝑍 = 501. Таким образом, 

размер расчетной области составляет 9500 × 7000 × 5000 м. Точечный источник расположен в точке с 

координатами 𝑋𝑆 = 4500 м, 𝑌𝑆 = 3500 м, 𝑍𝑆 = 100 м. Для расчета лучей Ломакса использовались 

следующие параметры: «частота луча» 𝜐 = 30 Гц,  𝑙 = 0.25, 𝜃𝑚𝑎𝑥 = 0.25, α=1, 𝑑𝑡 = 0.003 мсек, число 

контрольных точек равнялось 30. Здесь мы хотим воспользоваться асимптотическим свойством лучей 

Ломакса на высоких частотах, о котором мы упомянули выше, и добиться наилучшего совпадения лучей 

Ломакса со стандартными лучами. Для расчета стандартных лучей мы используем программную 

реализацию анизотропной трассировки лучей из известного пакета Madagaskar 

[https://www.reproducibility.org/RSF/]. 

На рисунке 4a представлены 50 лучей, построенных для одного фиксированного азимута                       

𝜑𝐴𝑍 = −30º при равномерном изменении углов наклона нормалей к фронту. На рисунке 4б показана 

проекция этих лучей на дневную поверхность XY (т. е. «вид сверху»). Можно заметить, что в этом случае 
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лучи Ломакса очень хорошо совпадают со стандартными лучами. Максимальное уклонение при пробеге 

более 5 км не превышает нескольких метров. 

 

 

Рис. 4. Сравнение лучей для одного источника (отмечен звездочкой) и одного фиксированного азимута, 𝜑𝐴𝑍 = −30°. 

Синим нарисованы лучи Ломакса при значении параметра 𝜐 = 30 Гц, красным – стандартные лучи. а – лучи в 3D,                       

б – проекция лучей на плоскость XY. 

 

 

Рис. 5. Таблица времен первых вступлений qP-волны для одного источника, рассчитанная в трехмерной VTI модели, 

представленной на рис. 3, с помощью лучей Ломакса при значении параметра 𝜐 = 30 Гц. 
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Рассчитаем далее таблицу времен первых вступлений qP-волн (т. е. время первых вступлений в 

каждой точке расчетной области). Для этого строится семейство из 400 × 400 лучей (количество лучей при 

вариации азимута и угла наклона соответственно) с углами выхода, лежащими в интервалах: 𝜑𝐴𝑍 =                      

[0, 360º], 𝜑𝐷𝑖𝑝 = [0, 360º]. Далее производится интерполяция времен первых вступлений, вычисленных 

вдоль каждого из полученных лучей, на регулярную сетку с помощью подхода, описанного в работе 

[Неклюдов, Протасов, 2023]. Результат представлен на рис. 5. Как можно видеть, таблица полностью 

заполнена, т. е. в ней практически отсутствуют неосвещенные области. Невязка времен, полученных с 

помощью лучей Ломакса, в сравнении с временами, полученными с помощью трассировки стандартных 

лучей, не превышает 3 мсек (рис. 6). 

 

 

Рис. 6. Невязки времен первых вступлений qP-волны для одного источника, рассчитанных в трехмерной VTI модели, 

представленной на рис. 3, с помощью лучей Ломакса при значении параметра 𝜐 = 30 Гц и стандартных лучей (пакет 

Madagaskar). 

 

Еще раз подчеркнем, что основной целью численных экспериментов, представленных выше, было 

подтвердить правильность как самой концепции построения лучей Ломакса в трансверсально-изотропных 

средах, так и ее численной реализации. Именно поэтому выбрано соответствующее значение параметра 

𝜐 и требовалось наилучшее совпадение результатов, полученных представленным в работе алгоритмом 

и стандартной процедурой. На практике же предполагается использовать лучи Ломакса в более сложных 

моделях сред, чем та, что представлена выше. В сложных моделях, имеющих резкие границы раздела 

классические лучи не смогут обеспечить необходимый результат, т. е. рассчитать адекватные лучевые 

траектории и времена первых вступлений, в то время как лучи Ломакса, как было показано ранее 

[Неклюдов, Протасов, 2023], при адекватно выбранных параметрах вполне справляются с этой задачей. 

Таким образом, возникает необходимость оптимального выбора параметра 𝜐. При выборе «частоты луча» 

необходимо учитывать следующие соображения. В том случае, если требуется уверенный проход лучей 

через резкие неоднородности (например, соляные тела), необходимо уменьшать значение 𝜐. В то же 

время необходимо, чтобы лучи Ломакса не слишком отличались от стандартных лучей, а в простых 

областях модели были близки к ним. Для выполнения этого требования необходимо увеличивать 

значение 𝜐. Итак, можно сказать, что выбор «частоты» 𝜐 в каждом конкретном случае будет компромиссом 

между двумя этими требованиями и осуществляться эмпирически. 
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Покажем, как будет изменяться поведение лучей Ломакса при изменении частоты 𝜐. На рисунке 7 

представлены лучи, рассчитанные для модели, представленной на рис. 3 для двух случаев:  𝜐 = 30 Гц и 

𝜐 = 5 Гц. Как можно видеть, наибольшее отличие оказывается у лучей, которые имеют близкое к 

горизонтальному направление распространения, особенно в правой верхней части модели. Это связано 

с тем, что именно при таких условиях наиболее проявляется чувствительность лучей Ломакса к вариациям 

параметров модели по глубине, а используемая здесь модель имеет наиболее сильную изменчивость как 

раз по вертикали. 

 

Рис. 7. Сравнение 3D лучей Ломакса в VTI модели, представленной на рис. 3, при различных значениях частоты 𝜐. 

Белым изображены лучи Ломакса при 𝜐 = 30 Гц (соответствуют стандартным лучам), черным – при 𝜐 = 5 Гц. Лучи 

построены для одного фиксированного азимута 𝜑𝐴𝑍 = 0 и наложены на скоростную модель в XZ плоскости. 

 

 

Рис. 8. Сравнение 3D лучей Ломакса для 𝜐 = 30 Гц в VTI модели с рис. 3 (черные) с этими же лучами в 

соответствующей изотропной (𝜀=0, 𝛿=0) среде (белые). Лучи построены для одного фиксированного азимута 𝜑𝐴𝑍 = 0 

и наложены на скоростную модель в XZ плоскости. 
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Также интересно оценить, насколько велико влияние слабой анизотропии на поведение лучей в 

предложенной модели. На рисунке 8 приведено сравнение лучей Ломакса при 𝜐 = 30 Гц в изотропном 

(параметры 𝜀, 𝛿 равны нулю) и анизотропном случае. Расчет лучей проводился для нулевого азимута, т. е. 

в плоскости (X, Z). Как можно видеть, различие в поведении лучей весьма значительно. Это лишний раз 

подтверждает, что учет даже слабой анизотропии может существенно повлиять на результаты обработки. 

На рисунке 9 приведено сравнение лучей Ломакса для частоты 30 Гц со стандартными лучами в 

изотропном случае. Как можно видеть, совпадение лучевых траекторий вполне удовлетворительно. 

Максимальная невязка времен пробега не превышает 3 мсек (шаг движения вдоль луча). Невязка 

обусловлена численной реализацией лучей Ломакса. 

 

Рис. 9. Сравнение 3D лучей Ломакса для 𝜐 = 30 Гц в изотропной модели с рис. 3 (черные) (𝜀=0, 𝛿=0) со стандартными 

лучами в этой же изотропной модели (белые). Лучи построены для одного фиксированного азимута 𝜑𝐴𝑍 = 0 и 

наложены на скоростную модель в XZ плоскости. 

 

В заключении отметим, что в общем случае трансверсально изотропной модели с произвольной 

наклонной осью симметрии, в качестве входных данных необходимо будет задать еще два массива 

параметров (по сравнению с рассмотренным выше VTI случаем), а именно массивы со значениями углов, 

определяющих ориентацию оси симметрии в каждой точке: азимут и угол наклона относительно 

вертикали. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе разработан, реализован и протестирован алгоритм построения 

квазипродольных частотно-зависимых лучей (лучи Ломакса) в трехмерных трансверсально-изотропных 

средах с наклонной осью симметрии. Лучи Ломакса позволяют до некоторой степени аппроксимировать 

распространение широкополосных сейсмических сигналов в реальных средах. Предложенная в данной 

работе схема расчета лучей Ломакса состоит из двух этапов: 1) движение луча вдоль соответствующего 

вектора групповой скорости, который зависит от сглаженных вдоль плоского участка фронта фазовых 

скоростей и текущей нормали к фронту; 2) определение локальной ориентации фронта в найденной на 
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первом этапе точке луча, которая находится с помощью одновременного движения множества 

контрольных точек, изначально расположенных на фрагменте плоского фронта в окрестности луча. Таким 

образом происходит аппроксимация движения локально плоского фрагмента волнового фронта. Свойства 

лучей Ломакса определяются распределением параметров модели в некотором объеме среды, 

сосредоточенным вокруг луча. Ширина зоны чувствительности зависит от длины волны в каждой точке. 

Длина волны определяется с помощью задаваемого наперед параметра, имеющего размерность частоты, 

который называется «частота луча». Для повышения численной эффективности используются 

приближенные выражения для фазовых и групповых скоростей для слабоанизотропной среды. Это 

предположение вполне оправдано в большинстве практических ситуаций, возникающих при обработке 

реальных сейсмических данных. Для того чтобы подтвердить правильность как самой концепции 

построения лучей Ломакса в трансверсально-изотропных средах, так и ее численной реализации, 

проведено сравнение лучей Ломакса в предельном случае (при достаточно большой частоте) со 

стандартными лучами с использованием гладкой реалистичной модели среды. В этом случае, в теории, 

результаты обоих подходов должны быть очень близки. Численные результаты подтверждают 

корректность разработанной реализации предложенного алгоритма. Проведенные численные 

эксперименты демонстрируют, что лучи Ломакса могут вполне успешно применяться при решении прямых 

и обратных задач сейсмики в сложных трехмерных трансверсально-изотропных средах с наклонной осью 

симметрии. 
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