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Аннотация. Представлены результаты Прони-разложения на примере реальных и синтетических данных. 

Данное разложение позволяет получить следующие параметры сейсмической записи: затухание, амплитуда, частота 

и фаза. Параметр затухания связан с характеристиками пород геологического разреза, в частности, уплотнением 

пород. Результаты выполненного исследования демонстрируют высокую корреляцию между параметром 

добротности, который является обратной величиной от полученного значения затухания, и плотностью пород в 

разрезе.   
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Abstract. The article presents the results of Prony decomposition using real and synthetic data as an example. This 

decomposition allows us to obtain the following parameters of a seismic record: attenuation, amplitude, frequency, and phase. 

The attenuation parameter is associated with the characteristics of the rocks in the geological section, in particular, the 

compaction of the rocks. The results of the study demonstrate a high correlation between the quality factor, which is the inverse 

of the obtained attenuation value, and the density of the rocks in the section. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В стремлении к более точному прогнозированию запасов углеводородов нефтяные компании в 

настоящее время все чаще обращают внимание на анализ атрибутов, значения которых определяются по 

сейсмическим сигналам, содержащим информацию об изучаемой среде. Такими атрибутами являются и 

параметры разложения (декомпозиции) Прони: затухание, амплитуда, частота и фаза. Указанное 

разложение было предложено более 200 лет назад французским инженером-исследователем Гаспаром 

Рише (бароном де Прони) [de Prony, 1795]. Ученый экспериментировал с расширением различных газов и 

пришел к выводу, что эти законы можно представить в виде суммы затухающих экспонент. При 

рассмотрении действительных значений сигналов получаем сумму затухающих косинусоид или синусоид 

[Марпл-мл., 1990].  

Разложение нашло применение во многих отраслях науки и техники: медицине, аэрокосмической 

инженерии, мониторинге ядерных реакторов, экономике, поиске разгерметизации и протечек. Также были 

исследования и в области геофизики [Ковалев, Телепнев, 1981; Митрофанов, Прийменко, 2011]. В статьях 

подчеркивалась необходимость правильной предварительной обработки данных, получение хорошей 

устойчивости модели и важность надежной методологической базы для повышения точности 

исследований. Выполнение указанных требований обеспечивало получение успешных результатов при 

выявлении зон АВПД, тектонических нарушений, точек выклинивания горизонтов и прогноз 

продуктивности пластов. 

Для лучшего понимания особенностей разложения и получаемых значений параметров 

необходимо проанализировать детали используемых алгоритмов и рассмотреть их эффективность. Такие 

исследования могут способствовать повышению доверия к последующим результатам, относящимся к 

прогнозируемым характеристикам среды. В данной работе представлены усовершенствованные 

алгоритмы разложения, в частности, использующие метод пучка матриц [Гантмахер, 1966]. Этот метод 

получил широкое распространение в зарубежных работах, связанных с разложением Прони, под 

названием «matrix pencil» [Sarkar et al., 1994; Sarkar, Pereira, 1995; Rodríguez et al., 2018; de Oliveira et al., 

2021]. Усовершенствования обеспечивают повышенную устойчивость и точность в оценивании 

параметров по сравнению с классическим методом наименьших квадратов [Марпл-мл., 1990]. 

Тестирование алгоритмов выполнено на модельных и реальных данных. Последние были получены в 

акватории среднего Каспия.  

ТЕОРИЯ 

В настоящее время используют различные методы разложения сигналов: 

 оконное преобразование Фурье [Марпл-мл., 1990]; 

 вейвлет-преобразование [Малла, 2005]; 

 преобразование Гильберта [Оппенгейм, Шафер, 1979]. 
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Ниже рассматриваются некоторые особенности указанных преобразований с целью их 

сопоставления с преобразованием Прони.  

Преобразование Фурье является наиболее близким к рассматриваемому преобразованию. Оно 

основано на разложении сигналов в ряд по гармоническим функциям. Но, в отличие от Фурье, 

преобразование Прони не является чисто спектральным разложением, а служит методом оценки (подобно 

методу наименьших квадратов) дискретных данных путем использования линейной комбинации 

экспоненциальных функций с комплексными значениями. Это отличие не позволяет преобразованию 

Фурье получить представление о локальных характеристиках сигнала, когда его спектральный состав 

быстро меняется с течением времени. Скорее, оно дает информацию о частотах сейсмической трассы на 

протяжении всего анализируемого временного интервала [Марпл-мл., 1990]. Недостатком оконного 

преобразования Фурье является выбор оптимального размера и положения окна для участков трассы, 

характеризующихся различными доминантными частотами. Амплитудно-частотный спектр 

преобразования Фурье для сигнала, представленного на рис. 2, показан на рис. 1. На графике четко видно 

три пика – на частоте 10, 15 и 25 Гц, которые соответствуют доминантным частотам.  

 

 Рис. 1. Амплитудно-частотный спектр Фурье. 

 

 

Рис. 2. Разложение сейсмической трассы на затухающие синусоиды. Суммой всех синусоид является аппроксимация, 

которая наиболее точно описывает исходный сигнал. 
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Вейвлет-преобразование было разработано для точного определения локальных характеристик 

исследуемого сигнала. Оно используется для разделения сейсмических трасс на отдельные части на 

основе их частотных характеристик, что позволяет, в частности, распознавать и изучать геологические 

фации. Основным преимуществом использования вейвлет-анализа является возможность повышения 

разрешающей способности и качества сейсмических изображений [Малла, 2005]. Кроме того, заметным 

преимуществом этого метода перед преобразованием Фурье является его способность 

масштабироваться к преобладающей частоте.  

Преобразование Гильберта представляет собой математический инструмент, разработанный для 

анализа мгновенных характеристик сигнала, таких как его амплитуда и фаза. При обработке сигналов оно 

используется для создания аналитического сигнала на основе вещественного, что позволяет определить 

огибающую сигнала и мгновенную частоту. Основное преимущество использования преобразования 

Гильберта заключается в его способности обеспечивать детальное представление мгновенных свойств 

сигнала, тем самым улучшая анализ и интерпретацию сложных нестационарных сигналов. В отличие от 

преобразования Фурье, которое обеспечивает частотный анализ для всего интервала, преобразование 

Гильберта позволяет проследить изменение частоты сигнала с течением времени [Оппенгейм, Шафер, 

1979].  

Недостатком преобразования Гильберта и разложения по вейвлетам, по сравнению с 

разложением Прони, является то, что ими не учитывается коэффициент затухания энергии сигналов. 

Следовательно, определение этого параметра может быть выполнено только косвенно. Преобразование 

Прони дает решение этой задачи. Кроме того, при применении разложения Прони в рамках скользящего 

окна можно, подобно вейвлет-анализу, определить время распространения компоненты сигнала заданной 

частоты. 

Разложение Прони позволяет представить трассу или ее часть в виде суммы затухающих 

экспонент [Марпл-мл., 1990]:   

 𝑥 ̂[𝑛] =  ∑ 𝐴𝑘
𝑝
𝑘=1 exp[(𝛼𝑘 + 𝑖2𝜋𝑓𝑘)(𝑛 − 1)𝑇 + 𝑖𝜃𝑘 ].                 (1) 

Каждая экспонента характеризуется параметрами амплитуды, фазы, частоты и затухания. Здесь 

𝑛 определяет номер отсчета трассы, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁, а 𝑇 – интервал отсчетов (сек), 𝐴𝑘, 𝛼𝑘 – амплитуда и 

коэффициент затухания соответствующих экспоненциальных функций, 𝑓𝑘 – частота (Гц), 𝜃𝑘 – начальная 

фаза (Рад) для синусоиды 𝑘 [Марпл-мл., 1990]. Метод Прони стремится определить значения этих 

параметров наилучшим образом [de Oliveira et al., 2021]. Разложение произвольного сигнала на набор 

затухающих синусоид представлено на рис. 2. 

Вывод формул по разложению Прони по методу наименьших квадратов представлено в книге 

[Марпл-мл., 1990]. Выделим из этих формул основные, относящиеся к этапам нахождения коэффициентов 

Прони: 

1. Находим коэффициенты линейного предсказания 𝑎[1], …  𝑎[𝑀]: 

 (
𝑥[𝑀] ⋯ 𝑥[1]

⋮ ⋱ ⋮
𝑥[𝑁 − 1] ⋯ 𝑥[𝑁 − 𝑀]

)  ×  (
𝑎[1]

⋮
𝑎[𝑀]

) =  −  (
𝑥[𝑀 + 1]

⋮
𝑥[𝑁]

),           (2) 

𝑎 =  − (𝑋𝐻)−1𝑋𝐻𝑥 , где 𝐻 обозначает Эрмитову транспозицию 𝑋𝐻 =  �̅�∗ (транспонированная матрица 

комплексных сопряжений каждого входного сигнала);  

2. Из коэффициентов линейного предсказания находим корни полинома:  
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𝐹(𝑧) =  ∑ 𝑎[𝑚] ∙ 𝑧𝑀−𝑚,

𝑀

𝑚=0

 
   (3) 

𝑧𝑘 =  𝑒(𝛼𝑘+2𝜋𝑖𝑓𝑘)∙∆𝑡 .    (4) 

3. Из корней полинома находим коэффициенты Прони: 

𝛼𝑘 =
1

∆𝑡
ln|𝑧𝑘|, 

   (5) 

𝑓𝑘 =  
1

2𝜋∆𝑡
tan−1 (

𝐼𝑚{𝑧𝑘}

𝑅𝑒{𝑧𝑘}
), 

   (6) 

𝐴𝑘 = |ℎ𝑘|,    (7) 

𝜃𝑘 =  tan−1 (
𝐼𝑚{ℎ𝑘}

𝑅𝑒{ℎ𝑘}
). 

   (8) 

Теперь рассмотрим другой вариант определения параметров разложения Прони, основанный на 

методе matrix pencil. В нем прямоугольная Ганкелева матрица (в которой каждая возрастающая косая 

диагональ слева направо постоянна) формируется из сигнала 𝑥[𝑛], 𝑛 = 1, ... 𝑁: 

 

𝑌 =  (
𝑥[1] ⋯ 𝑥[𝑃 + 1]

⋮ ⋱ ⋮
𝑥[𝑁 − 𝑃] ⋯ 𝑥[𝑁]

), 
   (9) 

где P в англоязычной литературе [Rodríguez et al., 2018; de Oliveira et al., 2021] имеет название "Pencil 

parameter". 

Затем матрица 𝑌 используется для создания матриц: 𝑌1 и 𝑌2. Таким образом, матрица 𝑌1 создается 

путем удаления последнего столбца 𝑌, в то время как 𝑌2 формируется путем удаления первого столбца Y: 

𝑌1 =  (
𝑥[1] ⋯ 𝑥[𝑃]

⋮ ⋱ ⋮
𝑥[𝑁 − 𝑃] ⋯ 𝑥[𝑁 − 1]

), 
  (10) 

𝑌2 =  (
𝑥[2] ⋯ 𝑥[𝑃 + 1]

⋮ ⋱ ⋮
𝑥[𝑁 − 𝑃 + 1] ⋯ 𝑥[𝑁]

). 
  (11) 

Таким образом, значения 𝑧𝑝 можно найти из следующего выражения: 

𝑧𝑝 = 𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠 (𝑌1
+𝑌2),   (12) 

где 𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠 – собственные значения вектора, т. е. такое число, которое масштабирует вектор 

[Гредасова и др., 2019]; 𝑌1
+ – псевдообратная матрица по отношению к 𝑌1, которая рассчитывается по 

формуле: 

𝑌1
+ = (𝑌1

∗𝑌1)−1𝑌1
∗,   (13) 

где 𝑌1
∗ – эрмитово-сопряженная матрица к матрице 𝑌1, полученная путем транспонирования матрицы 𝑌1 и 

замены всех элеметнов комплексно сопряженными [Гредасова и др., 2019]. 

Далее можно найти коэффициенты Прони путем замены 𝑧𝑝 на 𝑧𝑘 в уравнениях 5–8. 
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Блок-схема реализованного алгоритма, иллюстрирующая алгоритм разложения, показана на рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Блок-схема работы программы для разложения и фильтрации Прони. 

 

МОДЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Моделирование сигналов имеет решающее значение для проверки существующей методологии, 

поскольку параметры, используемые для моделирования сигналов, определены и могут быть 

непосредственно сопоставлены с параметрами, полученными с помощью разложения Прони. Для 

построения синтетических сигналов, моделирующих сейсмическую трассу с заданными параметрами 

амплитуды, фазы, частоты и затухания, были построены три затухающие синусоиды (уравнение 1), т. к. 

разложение Прони основано на данной функции (рис. 4). Параметры, используемые при построении 

модели, указаны в табл. 1. Далее, после построения трех затухающих синусоид, была получена 

суммарная трасса. 

 
Таблица 1  

Параметры, используемые для построения трех затухающих синусоид 

Параметр Синусоида 1 Синусоида 2 Синусоида 3 

Затухание –3 –6 –5 

Частота 10 25 15 

Амплитуда 1 1.7 1.3 

Фаза −
𝜋

2
 0 𝜋 
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Рис. 4. Смоделированный сигнал, состоящий из суммы трех синусоид. 

 
Разложение Прони, основанное на методе наименьших квадратов, для суммарного сигнала 

(см. рис. 2, 4) показано на рис. 5. 

 

 

Рис. 5. Аппроксимация сигнала с использованием метода наименьших квадратов (LSM). 

 

Из рисунков 5, 6 видно, что метод наименьших квадратов показывает меньшую точность при 

оценивании параметра затухания и амплитуды, по сравнению с методом matrix pencil. Это выражается в 

расхождении значений амплитуд сигнала и восстановленной трассы, что также видно по RMS ошибке. 

Более наглядно это показано на рис. 7. Синими кружками показаны параметры, вычисленные с помощью 
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метода наименьших квадратов; красные звездочки – параметры, вычисленные с помощью метода matrix 

pencil; зеленые треугольники – модельные данные (табл. 1). 

 

Рис. 6. Аппроксимация сигнала с использованием метода matrix pencil. 

 

 

Рис. 7. Сравнение параметров, используемых при моделировании сигналов (затухающие синусоиды), с параметрами, 

оцененными методами наименьших квадратов и matrix pencil. 

 

Чтобы сделать сигнал более сложным, были добавлены сдвиги ко второй и третьей синусоидам в 

100 и 200 мс соответственно (рис. 8). Это добавило к трассе разрывы, которые не встречаются в 

реальности, т. к. для этого нужна огромная энергия. Данная модель была построена с целью 

демонстрации применимости и устойчивости разложения Прони при работе с произвольными сигналами. 

Для разложения было выбрано скользящее окно размером 10 дискретов (5 мс), чтобы проанализировать, 

насколько устойчив метод при разложении низкочастотных компонент. В последующих работах будет 

изучено влияние размера окна. 
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Рис. 8. Смоделированный сигнал, состоящий из трех затухающих синусоид с временными сдвигами и шумом. 

 

 

Рис. 9. Сравнение смоделированного сигнала (затухающие синусоиды с временными сдвигами и шумом) и 

приблизительных данных с использованием метода наименьших квадратов. 

 

  

Рис. 10. Сравнение смоделированного сигнала (затухающие синусоиды с временными сдвигами и шумом) и 

приблизительных данных с использованием метода matrix pencil. 
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На рисунках 9 и 10 показано разложение сигнала (см. рис. 8) с использованием методов LSM и MP. 

Результаты в таком случае оказались для обоих методов (метода наименьших квадратов и matrix pencil) 

идентичны, что видно из RMS ошибки (которая меньше 0.0001), а также по совпадению амплитуд входного 

и восстановленного сигнала, в отличие от результатов для случая без шума, где были незначительные 

различия. Это указывает на то, что шум служит стабилизирующим фактором для метода. В следующих 

работах планируется исследование на моделях с переменной добротностью. 

 
КРАТКАЯ ИНФОРМАЦИЯ О ГЕОЛОГИЧЕСКОМ СТРОЕНИИ РЕГИОНА  

В глубинах средней части Каспийского моря находится значительное нефтяное и 

газоконденсатное месторождение. Этот район является важной частью Северо-Кавказско-Мангышлакской 

нефтегазоносной провинции и считается ключевым сегментом Восточно-Предкавказского нефтегазового 

региона [Глумов и др., 2004].  

Средний Каспий характеризуется многочисленными месторождениями нефти и газа, которые 

были обнаружены на прилегающих к нему участках суши. В пределах изучаемой акватории регион 

характеризуется наличием двух основных нефтегазоносных комплексов: юрского и мелового [Григоренко 

и др., 2006]. Важной особенностью этого района является то, что значительная часть общих запасов, 

оцениваемая в 88 %, сосредоточена в юрском комплексе, что подчеркивает значимость юрских формаций 

в общем энергетическом ландшафте Средней части Каспийского моря. 

 
РАЗЛОЖЕНИЕ ПРОНИ НА ПРИМЕРЕ РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

Отложения в области месторождения представлены толщами Девонской–Четвертичной систем. 

Были пробурены две исследовательские скважины, которые вскрыли палеогеновые, меловые и юрские 

толщи, оказавшиеся впоследствии продуктивными. Используемые сейсмические данные были получены 

методом МОВ-ОГТ в акватории среднего Каспия. Для изучения коллекторских свойств целевых горизонтов 

были выделены интервалы времен сейсмических трасс, соответствующих средней юре–верхнему мелу. 

Информация об интервалах представлена в табл. 2. Средняя плотность была получена путем 

петрофизических исследований керна из скважины, находящейся в непосредственной близости от 

исследуемой трассы (рис. 11). 

 
Таблица 2  

Выбор интервалов записи, соответствующих целевым горизонтам 
 

№ Условный индекс горизонтов Интервал записи, мс Отдел Средняя плотность, г/см3 

1 H1 1900–2180 Верхний мел ≈2.57 

2 H2 2180–2240 Нижний мел ≈2.50 

3 H3 2240–2320 Верхняя юра ≈2.98 

4 H3 2320–2410 Верхняя юра ≈2.61 

5 H5 2410–2600 Средняя юра ≈2.49 

 

Как было сказано ранее, была выбрана сейсмическая трасса, находящаяся в непосредственной 

близости от пробуренной скважины. На рисунке 11 показано приблизительное разделение сигнала на 

отдельные интервалы, соответствующие отражениям от определенных горизонтов. 

 



Лисин А.А. и др. Геофизические технологии. 2024. № 4. С. 75–88 
Lisin A.A. et al. Russian Journal of Geophysical Technologies. 2024. No. 4. P. 75–88 

 

85 

 

 

Рис. 11. Разделение трассы на отдельные интервалы времен, соответствующих отражениям от целевых горизонтов. 

 

Далее было проведено разложение Прони для каждого интервала. Были получены параметры 

затухания, которые показывают уменьшение амплитуды по мере прохождения волн через толщи с 

различным поглощением и рассеиванием энергии. Под действием этих процессов в сейсмической трассе 

остается «след» от затухания каждого слоя, т. е. мы имеем дело с интегральной характеристикой. 

Величина, обратная затуханию, называется добротностью и рассчитывается по формуле 

 𝑄𝑘 =  − 
1

2 ln|𝑧𝑘|
tan−1 [

𝐼𝑚𝑧𝑘

𝑅𝑒𝑧𝑘
] , 𝑘 = 1, 2, … , 𝑀. 

График средней добротности и средней плотности пород показан на рис. 12.  

 

 

Рис. 12. График добротности (красный) и график средней плотности горных пород в пластах (синий). 

 

Из рисунка видно, что между плотностью и добротностью имеется сильная положительная 

корреляция, что указывает на то, что Прони-разложение имеет высокий потенциал при выделении 

разуплотненных зон (потенциальных коллекторов) и зон с высокой плотностью (АВПД). 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье демонстрируются результаты, полученные при анализе сейсмических данных с 

применением усовершенствованного алгоритма декомпозиции Прони. Они позволили определить 

взаимосвязь между параметрами добротности и плотности горных пород, что подтверждает значительные 

перспективы использования получаемых сейсмических характеристик для прогноза запасов 

углеводородов. Используя метод matrix pencil, в данном исследовании была достигнута высокая точность 

и устойчивость при оценке таких параметров, как затухание и частота. Это продемонстрировало его 

превосходство над традиционным методом наименьших квадратов. 

Сочетание теоретических основ и практических результатов делает разложение Прони полезным 

инструментом анализа сейсмических данных, способствуя его дальнейшему применению и развитию в 

нефтегазовой отрасли для повышения эффективности разведки и добычи. Выполненные 

усовершенствования алгоритмов разложения Прони обеспечивают повышение разрешения, как в 

спектральной, так и во временной области. Это позволяет улучшить локализацию сейсмических сигналов 

и оценку параметра затухания, характеризующего свойства геологической среды, в частности, уплотнение 

пород. 
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